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2. MECHANIKA-VEGESELEM MODSZER ELOADAS
(kidolgozta: Sziile Veronika, egy. ts.)

Il. eloadas

2. Kozelitd megoldasok, energiaelvek:

Osszetett rugalmas peremérték feladat esetén csak kozelité megoldassal tudunk szolgalni,
amely kozelité megoldassal szemben elvarasokat fogalmazhatunk meg, az elmozdulés és a
fesziiltség vonatkozasaban is.

A rugalmassagtani probléma kozelité megoldasat az elmozduldsok vagy erdk (fesziiltségek)
kozelitésével oldhatjuk meg. A rugalmassagtani egyenletek segitségével mindkét iranybol
elindulva a test elmozdulés-, alakvaltozasi €s fesziiltségmezdje eldallithato.

Kinematikailag lehetséges elmozduldas mezé: az az u”(x) elmozdulds mez6, amely

folytonos, elegendden sokszor differencialhaté (a fliggvény derivaltja nullatol kiilonbozik) és
kielégiti a kinematikai peremfeltételt. Ezen definicio alapjan az elsé feladatra teljesiilnie kell
az alabbi egyenletnek:

£

g*(x):%,u*(o):o

(Bizonyos feltételek teljesiilése esetén a kinematikailag lehetséges elmozdulds mezd
megegyezik a tényleges megoldassal).

A kinematikailag lehetséges elmozdulasmezObdl eldallithatd a kinematikailag lehetséges
alakvaltozasi mezd. Az alakvaltozasi mez6bdl az anyagegyenlet segitségével eldallithato a
kinematikailag lehetséges fesziiltségmezo.

Statikailag lehetséges fesziiltség mezd: az a fesziiltség mez6, amely kielégiti az egyensulyi

N (x)

d
egyenletet ( p =—fX] és a dinamikai peremfeltételt. Ezen definicio alapjan a
X

fesziiltségi mezOnek, azaz az N raderének ki kell elégitenie a kovetkezd két egyenletet:

dN (x)
dx

Eldallithato beldle a statikailag lehetséges alakvaltozasi mezd az anyagegyenlet segitségével.

+f =0, N(I):F

X



Rugalmas peremérték feladat megoldasi modszerei:
Kétféle kozelito eljarast kiilonboztetiink meg:
% Elmozdulasi médszer: olyan kozelité megoldast eléallito modszer, amelyben az
elsddleges ismeretlen mezd a kinematikailag lehetséges elmozdulds mezd.
% Er6 médszer: olyan kozelitdé megoldast eléallité modszer, amelyben az elsddleges
ismeretlen mez0 a statikailag lehetséges fesziiltség mezo.
Jelen tantargy keretében az elmozduladsi modszerrel foglalkozunk. A kozelitdé megoldas
eldallitasahoz olyan elvre van sziikségiink, amely egy adott fliggvénytérbdl a lehetd legjobb
kozelitéssel szolgal a megoldas vonatkozasaban. A bemutatasra keriild két elv a vizsgalt
tartomanyon értelmezett azaz integral értelmii megfogalmazast alkalmaz.
Ezen két elv a virtualis munka elv varidcios alakja €s a potencidlis energia minimum elv.



2.1. A virtualis munka elvének variaciés alakja egydimenzids esetben

Virtudlis elmozdulas: kényszerek altal megengedett kismértékd, tetszéleges elmozdulas.
A virtualis munka elv szarmaztatdsa az els@ feladatra sziikségessé teszi két tovabbi
definicionak a feladatunknak megfeleld megfogalmazasat:
¢ Virtualis elmozdulas mez6: két kiilonboz6é kinematikailag lehetséges elmozdulas
mez0 kiilonbségét virtualis elmozdulads mezdnek nevezziik.

Réviden: Su(x)=u; (x)—u;(x)

Tulajdonsagai: folytonos,
elegendden sokszor differencialhato,
kinematikai peremen értéke nulla.
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kornyezetében levé kinematikailag lehetséges elmozdulasmezd kiilonbsége. A

virtualis elmozdulassal megegyez6 modon Su (x) -val jeldljiik.
Réviden: Su(x)=u"(x)—u(x)
Tulajdonsagai: folytonos,

elegendden sokszor differencialhato,
kinematikai peremen értéke nulla.

.....

tényleges mezd kozvetlen kornyezetében a tényleges elmozdulds mezdre vonatkozd virtualis
elmozdulés mezd elegendden kicsiny.

U A u” (x)
5u(x)/ g |
u(x)
~ / |
e ;

[ X

.....

emlitett tulajdonsagokkal, azaz:
s folytonos,
s elegendéen sokszor differencialhato,
% kinematikai peremen értéke nulla.
Vagyis fennallnak a kovetkezd osszefliggések:

5gx:M, su(0)=0
dx



A virtuilis munka elv variaciés alakjanak levezetése 1D-s esetben:
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2. dbra: Hizott-nyomott prizmatikus rudfeladat egy dimenzids modellje

Szorozzuk meg az egyensulyi egyenletet OU virtualis elmozdulas mezdvel és integraljuk O -

tol | -ig.

dN (x)
dx

(%ijw(x):o /. o

!dN(X) 6 dx+Jf5u dx 0

+f,=0 /6u(x)

dx
|
Iv'u dx
0
u=oaou,
d(du
o _d(au)
Parcidlis integralas: N dx Felhasznalva a jobb oldalon 4ll6 elsd tag:
V=N,
, dN
Vi=—
dx

(uv)dx = .I[u'vdx +_I[uv dx

O t— —

[uv Iuvdx+'|.uvdx:>fuvdx uv _[uvdx §uN| —jdd%Nd

0
Visszahelyettesitve , az egyenlet az alabbi alaku:

J-d5U

|
SUN|; N dx+ [ suf, dx=0
0

Figyelembe véve a peremfeltételeket, azaz
5u(0)=0,

su(l)=au,,

N()=F,,

X



atrendezés utan:

| |
N (1)3u(1)~ N (0)6u(0)- [ L2 N ax+ [ euf, dx =0
=F,  =oy o 0 dx 0

megkapjuk a virtualis munka elv variacios alakjat:

| |
F.ou, +J.5ufX dx = Idﬂ N dx
0 5 dx
> A tényleges megoldasnal a belso erék virtualis munkaja megegyezik a kiilso erék
virtualis munkajaval.

» Tényleges megoldas esetén teljesiilnek azon feltételek, amelyekkel az

ooooo



Rugalmas peremérték feladat gyenge alakjanak levezetése:
Szorozzuk meg az egyensulyi egyenletet OU virtualis elmozdulas mezdvel és integraljuk O -
tol |-ig.

N
N (x) +f,=0 /6u(x)
dx
|
(MJF ij5u(x):0 /I...dx
dx 0
|
IM dx+_[f5u x)dx=0
,  dx
Megjegyzés:

Parcidlis integralds: derivalatlan mennyiségek szorzatabol kivonjuk a kiszamitott
mennyiségek szorzatanak integraljat, ahol:

u=oau,

d(ou
,_d(ou)

dx Felhasznalva az egyenlet:
v=N,
, dN

VvV =

dx

| |
5uN|I —J.dﬂN dx+f5uf dx=0
0 dx X

0 0

Figyelembe véve a peremfeltételeket, azaz
su(0)=0

su(l)=au,,

N()=F,,

atrendezés utan:

| |
N(1)su(1)-N IdguNdx+I5ufxdx:O
H,_, o Ox 5
=F =0y, =0
megkapjuk a virtualis munka elv variacios alakjat:

F Su, +j5uf dx = jdﬂNd

du(x
Ez utdbbi egyenletbe az anyagtérvényt N =A-E-¢, =A-E # behelyettesitve a rugalmas
X

peremérték feladat gyenge alakjat nyerjik:
d
dou , - du (x) i
dx

Ezen egyenlet igen fontos az elmozdulasra alapozott kdzelitd megoldasok, igy a végeselemes
megoldasok eldallitdsa szempontjabol.

F.ou, +I5uf dx = J

A gyenge alakra alapozott kozelité megoldas tulajdonséagai:



¢ az elmozdulas mezdének kinematikailag lehetségesnek kell lennie,
% a kapott megoldas integral értelemben kielégiti az egyensulyi egyenletet és a
dinamikai peremfeltételt.

Matematikai kitérd, Variacioszamitas alapgondolata:

.....

------

51 (x)),_, =8 (x)|, =0

(x=a,x=Dbhelyen nincs eltérés)
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3\ 4

Funkciondl: olyan leképezés, amelynél
> a J(f) (funkcional) értelmezési tartoméanya az f (x) fliggvények halmaza,

> a J(f) értékkészlete a valos szamok halmaza.

b
Funkcional: J[f]= I F(x f,f)dx, ahol F(x f,f') adott ismert kifejezés.

X=a

.....

f(x)+asf(x) fliggvényt, ahol a valds paraméter. fgy o kiilonboz6 értékeire kiilonboz6 a J
funkcionalba helyettesitett fiiggvényeket kapunk.
Fejtsiik Taylor-sorba a J[ f(x)+asf(x)]| funkciondlt az f(x) korill ugy, mintha az f(x) egy

valtozo lenne, az a5 f (x) pedig f(x) egy kis megvaltozasa, ahol &5f (x) konstans:

a= a=

2
If+asf]=3]f +a5f]|azo+diaJ[f +aos ]| 0a+ddTaJ[f +ast] a®+.

A sorfejtésben szerepl6 tagokat/derivaltakat szokas n-ed rendii vagy Gateaux-féle iranymenti
derivaltaknak is nevezni.

n

Jele: D”J[f+a5f]=dd

anJ[f+a§f]|a:0

A J[f] funkciondl elsérendlii Gateaux-féle derivaltjat a funkciondl &f szerinti els6
J|f+acf|-J|f
o3[ rast]-3[1]

a=0 a—0 o

DJ[f,aaf]zdiJ[f +asf]
a

A masodik variacio Gateaux szerinti értelmezése:



2

D2I[f,a5f]= 3

da?

I[f+ast]

Cél: a funkcional sz¢élsoértékét keressiik.

(Az egzakt megoldastol lehetséges legkisebb eltérést keressiik, azaz ahol a funkcionalnak
minimuma lesz. )

Peremfeltételek: f(x=a)=f,, f(x=b)=1f, (ezek a mi esetiinkben/rugalmassagtani

peremérték feladat megolddsanal dinamikai peremfeltételeknek felelnek meg).
Feladat: az f(x) fiiggvényhalmazbol annak az f,(x) fiiggvénynek a megkeresése, amelyre

J[F] funkciondl szélséértéket ad.

Megoldas:
Variacioszamitas szerint a funkcionalok szélsoértékének feltételei:
> §J=0,

» minimum esetén 5°J >0,
» maximum esetén 5°J <0.
A variaciot formalisan a derivalashoz hasonldan kell képezni, de
» avariacié nem hely, hanem kiilonb6z6 paraméterek szerint differencial,
» avaridcid/valtoztatas soran a peremfeltételt mindig ki kell elégiteni.
Példaul az elmozdulas mezd
» differencialja: du= L] dy + Nz ,
OX oy oz

» variacioja: su =§Tu501+8—u502 +o

1 2
Az f(x) fliggvény
> differencialja: df =g—fdx,
X

.....

» variacioja: 5 f 21501+1502+...
oc, oc,



